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Пусть движение динамической системы, функционирующей на временном проме-
жутке T = [a, b], описывается дифференциальным уравнением

x′(t) = f
(
t, x(t), v(t)

)
, x(a) = x0. (1)

Здесь v(t) ∈ Rq — величина входного воздействия на систему в момент t. Допусти-
мыми воздействиями будем считать всякую измеримую по Лебегу функцию v(·) : T →
Q ⊂ Rq, где Q — известный выпуклый компакт. Функцию x(·) : T → Rm, являющу-
юся решением по Каратеодори задачи (1), станем называть движением, порожденным
воздействием v(·).

Будем предполагать существование компакта X ⊂ Rm, для которого включение
x(t) ∈ X справедливо для всех t ∈ T и движений x(·), порожденных допустимыми
воздействиями.

Обозначим W = T × X × Q, а Wε — его ε – окрестность. Пусть функция f(·) :

Wε → Rm — непрерывна и удовлетворяет условию Липшица по совокупности перемен-
ных на Wε. Это гарантирует существование и единственность движения, порождаемого
допустимым воздействием.

Обратную задачу для системы (1) станем трактовать, как проблему восстановления
неизвестного воздействия v(·) по информации о порождаемом им движении x(·). Как
известно, эта задача является некорректно поставленной. Методы решения некоррект-
ных задач называются методами регуляризации, а их конкретные реализации — регу-
ляризирующими алгоритмами. Следуя общей теории некорректных задач, рассмотрим
задачу (1) как операторное уравнение первого рода

Au = z, (2)
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относительно неизвестного u ∈ L2 = L2[T,R
q], где z ∈ L = L[T,Rm], A : L2 → L.

В классической работе [1] была предложена общая схема построения регуляризи-
рующих алгоритмов, за счет введения в рассмотрение сглаживающего функционала.
Пусть в задаче (2) вместо точных значений оператора A и элемента z известны ап-
проксимирующие их последовательности Aδ и zh, где δ и h стремятся к нулю справа.
Тогда, если параметр α удачно согласовать с характеристиками погрешностей δ и h,

то последовательность u(h, α, δ), на элементах которой достигается минимум функци-
онала ∥Aδ u− zh∥2L + α∥u∥2L2

, сходится к нормальному решению задачи (2).
Описанная схема нахождения приближенного решения изначально ориентирована

на решение линейных задач.
Проблемы использования такого подхода к решению задачи (1) связаны с одной

стороны со сложностью бесконечномерной оптимизации, и с необходимостью облада-
ния и хранения информации о z на T с другой стороны. Опыт реализации метода
сглаживающего функционала для решения задачи подобной (1) приведен в [2].

Динамический подход, позволивший избежать упомянутых выше проблем был пред-
ложен в [3], для случая линейного оператора из (2):

f
(
t, x, u

)
= f1(t, x) + f2(t, x)u

Использование метода управляемых моделей Н.Н. Красовского [4], позволило све-
сти бесконечномерную задачу к серии решений конечномерных, проводимых на интер-
валах разбиения временного промежутка T.

Численный метод трактовался как процесс позиционного управления вспомогатель-
ной системой моделью по принципу обратной связи. При этом регуляризация метода
экстремального сдвига осуществлялась с использованием сглаживающего функциона-
ла, но уже для конечномерной задачи. Сам процесс построения значения кусочнопо-
стоянного элемента последовательности u(h, α, δ) за счет необходимости выполнения
конечного числа арифметических операций на каждом отрезке разбиения T мог быть
реализован за время, соответствующее этому промежутку. В работе доказано, что пред-
лагаемый конечношаговый динамический алгоритм является регуляризирующим. В мо-
нографии [5] авторы распространили динамический подход на более широкий круг
задач, в том числе и в более общих пространствах. В частности рассматривался нели-
нейный вариант задачи (1).

В работе [6] отмечено, что схема применения сглаживающего функционала может
быть перенесена на нелинейный случай, с использованием конструкции компактного
вложения. При этом существенное значение может иметь дополнительная информация
об искомом решении задачи. В частности это может быть информация о том, что точ-
ное решение задачи (1) является непрерывным и обладает ограниченной вариацией. В
последнем случае предполагается наличие информации о значении v(·) в точке a.

В настоящей работе предлагается вариант динамического регуляризирующего алго-
ритма для нелинейной задачи (1), построенный по схеме, изложенной в [7]. Построен-
ный алгоритм обладает важным свойством понижения зашумленности решения.

В дополнение к допущениям о задаче (1), сделанным выше, будем предполагать,
что q 6 m , а также существование, липшицевость и наличие полного ранга матрицы
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– функции
∂f

∂v
(·) def

= fv(·) на Wε, непрерывность и ограниченность вариации v(·).
Систему (1) представим в удобном для дальнейшего изучения в виде:

x′(t) = f
(
t, x(t), v(t−∆)

)
+ fv

(
t, x(t), v(t−∆)

)(
v(t)− v(t−∆)

)
+R(t,∆).

Из равенства

f
(
t, x(t), v(t)

)
− f

(
t, x(t), v(t−∆)

)
− fv

(
t, x(t), v(t−∆)

)(
v(t)− v(t−∆)

)
=

=

∫ 1

0

(
fv
(
t, x(t), τ v(t)

)
− fv

(
t, x(t), (1− τ) v(t− τ)

))
dτ

(
v(t)− v(t−∆)

)
следует существование λ ≥ 0 такого, что∣∣∣R(t,∆)

∣∣∣ 6 1

2
λ
∣∣∣v(t)− v(t−∆)

∣∣∣2. (3)

Рассмотрим задачу

y′(t) = f
(
t, x(t), v(t−∆)

)
− fv

(
t, x(t), v(t−∆)

)(
v(t)− v(t−∆)

)
.

При этом

x′(t)− y′(t) = R(t,∆). (4)

Также рассмотрим систему, моделирующую как движение x(·), так и x′(·).

w′
0(t) =

x(t)− w0(t)

α
(5)

Система (5) является классической жесткой задачей, поэтому для ее численного
решения целесообразно использовать неявные методы, обладающие внутренним регу-
ляризирующим эффектом.

Зададим разбиение T узлами ti :

t0 = a, tn = b, ti − ti−1 = ∆ (0 6 i 6 n).

Для функции φ(·), определенной на T, условимся φ(ti)
def
= φi. Будем предполагать

возможность получения неточной информации о движении в узлах разбиения:∣∣xi − ξi
∣∣ 6 h.

Реализация метода Эйлера для решения (5) при использовании неточной информации
дает

wh
i+1 = wh

i +
(
ξi+1 − wh

i+1

)∆(h)

α(h)
; wh

0 = ξ0. (6)

Как отмечалось выше, параметры метода должны зависеть от погрешности h.

Из (6) следует, что

wh
i+1 = ξi+1 −

α(h)

∆(h) + α(h)
(ξi+1 − wh

i ), (7)
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ξi+1 − wh
i+1

α(h)
=

ξi+1 − wh
i

∆(h) + α(h)
. (8)

Формулы (7), (8) позволяют выбрать такое согласование параметров, что перемен-

ные h,∆(h),
α(h)

∆(h)
,

h

α(h)
вместе стремятся к нулю справа.

Далее для упрощения записей примем следующую договоренность: произведение
функций одинакового аргумента r1(·)r2(·) . . . rk(·)

def
= {r1r2 . . . rk}(·). Систему (5) за счет

выбора управления u0(·) приведем к виду

w′
0(t) = f

(
t, x(t), u0(t−∆)

)
+ fv

(
t, x(t), u0(t−∆)

)(
u0(t)− u0(t−∆)

)
.

Отсюда

u0(t) = u0(t−∆) +
{(

fT
v fv

)−1
fT
v

}(
t, x(t), u0(t−∆)

)(
w′

0(t)− f(t, x(t), u0(t−∆))
)
.

Дискретизация с учетом неточности информации и (8) приводят к соотношению

uh
i+1 = uh

i +
{(

fT
v fv

)−1
fT
v

}(
ti+1, ξi+1, u

h
i )
)( ξi+1 − wi

∆(h) + α(h)
− f(ti+1, ξi+1, u

h
i ))

)
. (9)

Таким образом, возникает необходимость иметь информацию о значении uh
0 с точ-

ностью δ(h) и согласованием
δ(h)

∆(h)
→ +0 вместе с h. Поскольку в силу (3), (4) и

свойств метода Эйлера имеет место последовательность сходимостей в L(T,Rm)

w′h(·) → w′
0(·) → y′(·) → x′(·),

то последовательность uh(·) сходится к v(·) при h → +0.

Таким образом, формулы (6), (9) и значение uh
0 при выполнении предлагаемого

согласования параметров h, α(h),∆(h), δ(h) задают динамический регуляризирующий
алгоритм.

Отметим положительные моменты рассматриваемого метода.

1. Малый объем используемой памяти: для выполнения операции на шаге требуется
информация об одном значении функций x(·), w(·), f(·), fv(·).

2. Используемый для моделирования x′(·) метод обладает регуляризирующим эф-
фектом.

3. Элемент ui+1−ui минимизирует сглаживающий функционал на шаге, тем самым
минимизируется вариация решения.

4. Величина шага разбиения метода равна корню из шага обычного метода Эйлера,
в связи с этим, несмотря на необходимость псевдообращения матрицы fv(·), его
результирующая трудоемкость существенно ниже.

5. Пункты 2 и 3 позволяют снизить зашумленность приближенного решения.
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